Homework quarta settimana by Ritelli, Daniele
Esercizi: settimana # 4
1. Si calcoli lim
n→∞
∫ n
0
arctann
1 + x2
dx motivando il passaggio al limite sotto il segno di integrale
2. Giustificare, motivando, il passaggio al limite sotto il segno di integrale
lim
n→∞
∫ 1
0
x4
x2 + n2
dx
3. Data la successione di funzioni fn(x) = n
2
√
x e−nx, x ∈ [0,+∞) Dimostrare che la tesi del teorema
della convergenza dominata non e` valida. Motivare la ragione calcolando sup
x∈[0,+∞)
fn(x)
4. Sia A = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ y ≤ 2x} si calcoli∫∫
A
xe−ydxdy
5. Per t > 0 si consideri la funzione
f(t) =
∫ +∞
0
e−x − e−tx
x
dx
Usando, dopo averne verificato la legittimita`, la formula per la derivazione degli integrali dipendenti
da un parametro, si dimostri che
f(t) = ln t
6. Dimostrare che
∫ +∞
0
sin(ax)
ex − 1 dx =
+∞∑
n=1
a
n2 + a2
per ogni a ∈ R
Suggerimento: usare la formula
∫
sin(ax)e−nxdx = −e
−nx(n sin(ax) + a cos(ax))
a2 + n2
7. Dimostrare che
∫ ∞
0
x5
ex2 − 1dx =
∞∑
n=1
1
n3
8. Usando il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, assumendo che
∫ ∞
−∞
e−x
2
dx =
√
pi si
dimostri che per ogni t ∈ R ∫ ∞
−∞
e−u
2
cos(tu)du =
√
pi e−t
2/4
9. Assumendo che
∫ ∞
0
e−x
2
=
√
pi
2
dimostrare, integrando per parti, che
∫ ∞
0
x2e−x
2
dx =
√
pi
4
10. Sia f(t, u) = e−ut
sinu
u
con u > 0, t > 0. Posto x(t) =
∫ +∞
0
f(t, u) du dimostrare che
(a) x′(t) = − 1
1 + t2
(b) lim
t→+∞x(t) = 0
(c) x(t) =
pi
2
− arctan t
(d)
∫ +∞
0
sinu
u
du =
pi
2
11. Sia a > 0 e b2 − 4ac < 0. Usando la relazione di completamento del quadrato:
ax2 + bx+ c = a
(
x+
b
2a
)2
+ c− b
2
4a
e ricordato il valore dell’integrale di Gauss, dimostrare che∫ ∞
−∞
e−(ax
2+bx+c)dx =
√
pi
a
e−(c−
b2
4a )
12. Sia A :=
{
(x, y) ∈ R2 | x2 ≤ y ≤ x} . Dimostrare che ∫∫
A
1
y − x2 − 1dxdy =
pi√
3
− 2
13. Se A =
{
(x, y) ∈ R2 | x4 ≤ y ≤ x2} si calcoli ∫∫
A
xydxdy.
14. Se A =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x+ 1} dimostrare che ∫∫
A
xy dx dy =
5
8
1
